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Optymalizacja struktury produkcji kopalni
z uwzglednieniem kosztow stalych i zmiennych

Beata TRZASKUS-ZAKY, Andrzej ZAK?

Streszczenie
Artykut zajmuje si¢ problemem optymalizacji struktury produkcji na przyktadzie kopalni odkrywkowej surowcéw skalnych. Opra-
cowano model optymalizacyjny, ktéry uwzglednia podziat kosztéw na stale i zmienne, a co za tym idzie - koszt jednostkowy
zmienny produkcji w poszczegdlnych miesigcach dla kazdego asortymentu osobno, jednostkowy koszt magazynowania, popyt
oraz zdolnosci produkcyjne kopalni. Rozwigzanie uzyskano za pomocg metody programowania liniowego i programu LP-Solve.
Otrzymane rozwigzanie w czytelny sposéb ilustruje jaki rodzaj asortymentu i w jakiej ilosci powinna kopalnia produkowaé
i magazynowaé w poszczegdlnych miesigcach, przy jednoczesnym pokryciu zapotrzebowania, aby zminimalizowaé catkowity
koszt produkcji i magazynowania, przy uwzglednieniu zdolnosci produkcyjnych.

Stowa kluczowe: optymalizacja, programowanie liniowe, struktura produkcji

Wprowadzenie

Podejmowanie racjonalnych decyzji ekonomicznych
wymaga przeprowadzenia rachunkow optymalizacy-
jnych. Rachunki te umozliwiajg rozstrzygnigcie, ktora
z mozliwych decyzji jest najlepsza. Nalezy si¢ przy
tym postuzy¢ odpowiednim kryterium, uwzglednie-
nie ktérego pozwoli oceni¢ i poréwnaé skutki podjecia
poszczegodlnych decyzji. Metodami umozliwiajacych
wyznaczenie optymalnych decyzji ekonomicznych sg
metody programowania optymalnego [2].

W artykule zastosowano metod¢ programowania
optymalnego (liniowego) w celu minimalizacji tac-
znych kosztow produkcji i magazynowania. Do analizy
wykorzystano warto$¢ jednostkowego kosztu zmien-
nego wyznaczonego za pomoca metody najmniejszych
kwadratow, ktoérej wyniki zamieszczono w tabeli 1.
W podejsciu do analizowanego problemu uwzgledniono
rowniez zdolnosci produkcyjne kopalni, ktére w niek-
torych miesigcach analizy ksztaltowaly si¢ ponizej
wielkos$ci popytu na dany asortyment (np. klince).

Istota programowania optymalnego jest wyko-
rzystanie metod matematycznych do wyznaczania
optymalnych rozwiazan ro6znorodnych probleméow
decyzyjnych wystepujacych w przedsigbiorstwie.
Zastosowanie metod programowania optymalnego
umozliwia obiektywne odzwierciedlenie w postaci
modeli matematycznych, zjawisk i proceséw gospo-
darczych wystepujacych w przedsigbiorstwie (kopalni
odkrywkowej surowcéw skalnych w analizowanym
przypadku). Metody te stwarzaja obiektywne przestan-
ki do podjecia racjonalnych decyzji, za§ modele pro-
gramowania optymalnego moga by¢ wykorzystane do
opisu réznych sytuacji decyzyjnych [1-6].

Celem przeprowadzonych obliczen w niniejszym
artykule jest stworzenie modelu matematycznego min-
imalizujacego laczny koszt produkcji (uwzgledniajac
podziatl kosztdw na state

i zmienne, ktére zostaly wyznaczone za pomoca
metody najmniejszych kwadratow dla kazdego aso-
rtymentu osobno) i magazynowania produkowanych
asortymentow, przy jednoczesnym pokryciu zapotrze-
bowania w kazdym miesigcu na kruszywo, oraz uw-
zglednieniu zdolnosci produkcyjnej kopalni.

W tym celu wykorzystany zostal model pro-
gramowania liniowego.

Model optymalizacji struktury produkcji anal-
izowanej kopalni

Przedsigbiorstwa (kopalnie) muszg podejmowac
decyzje dotyczace rodzajow wytwarzanych wy-
robow, ich struktury i wielkosci produkcji. Kaz-
da decyzja dotyczaca struktury asortymentowe;j
i wielko$ci produkcji znajduje odzwierciedlenie
w ponoszonych kosztach i1 osigganych przychodach,
a w konsekwencji w osigganych zyskach. Przed-
sicbiorstwa (kopalnie) zainteresowane sg produkcja
takiego asortymentu wyrobow i sprzedazg w takich
ilosciach, aby osiagnicty zysk ze sprzedazy byt jak
najwickszy.

Okre$lajac  strukture asortymentowsg i wielkos$¢
produkcji kopalnia musi rowniez uwzgledni¢ réznego
typu uwarunkowania prowadzonej dziatalnos$ci w anal-
izowanym przypadku m.in. koszty produkcji z pod-
zialem na koszty state i zmienne, sezonowos$¢ produk-
cji i sprzedazy, koszty magazynowania, popyt oraz
zdolnos¢ produkcyjng kopalni.
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Tab. 1. Wyniki metody najmniejszych kwadratow zastosowanej w celu wyznaczenia kosztow statych
izmiennych. Zrddlo: Opracowanie wiasne

Tab. 1. The results of the division of fixed and variable costs carried out through the least squares method

Wyszczegodlnienie Grysy Klince Mieszanki SUMA
Koszty stale, Ks, zt 71 152 013,69 9 186 962,96 861 553,80 81200 530,45
Koszty zmienne, K, z4 68 097 846,07 | 5753 269.87 2 502 040,15 76 353 156,09
Ktk , 2 139 249 859,76 |14 940 232,82 3363 593,95 157553 686,53
Koszt jednostkowy zmienny, z/Mg 9,10 6,74 13,30
Analizowana kopalnia produkuje rézne rodzaje oraz:
asortymentdw tj. grysy, klince i mieszanki. Celem anal- Wi W Wi maksymalna zdolno$¢ produkeyjna dla

izowanej kopalni jest produkowac i sprzedawac swoje
wyroby w takich ilo$ciach, aby calkowity koszt pro-
dukcji i magazynowania byl jak najnizszy, a co za tym
idzie — zysk jak najwyzszy.

W przeprowadzonej analizie w pierwszym kroku
wyznaczono koszty stale i zmienne analizowanych
asortymentéw wykorzystujac metode najmniejszych
kwadratow. Wyniki z przeprowadzonych obliczen
zamieszczono w tabeli 1.

W artykule przyjeto nastgpujace oznaczenia dla
analizowanego roku Z:
g, — ilos¢ produkcji gryséw w poszczeg6lnych miesia-
cachrokuZ,i=1,..., 12, Mg
k, — ilos¢ produkcji klincow w poszczego6lnych miesia-
cachrokuZ,i=1,..., 12, Mg
m, — ilos¢ produkcji mieszanek w poszczegdlnych
miesigcach roku Z,i=1,..., 12, Mg

Asortyment 1 (grysy):

a, : jednostkowy koszt zmienny produkcji grysu
w miesigcu i, zZt/Mg

z,;: ilo$§¢ magazynowanego grysu w miesigcu i, Mg

bg’i : jednostkowy koszt magazynowania grysu w miesig-
cui, zZMg

P, zapotrzebowanie (popyt) na grysy w miesiacu i, Mg

Asortyment 2 (klince):

a,, @ jednostkowy koszt zmienny produkcji klinca
w miesigcu i, zZt/Mg

z,, : ilo§¢ magazynowanego klinca w miesigcu i, Mg

b,; : Jjednostkowy koszt magazynowania kamienia
w miesigcu i, zZt/Mg

p,; : zapotrzebowanie (popyt) na kliniec w miesigcu i, Mg

Asortyment 3 (mieszanki):

a_ . : jednostkowy koszt zmienny produkcji mieszanek
m,i

w miesigcu i, zZt/Mg

z .+ 1lo$¢ magazynowanych mieszanek w miesigcu i, Mg

b . . jednostkowy koszt magazynowania mieszanek

w miesigcu i, zZt/Mg
p,,; : Zapotrzebowanie (popyt) na mieszanki w miesigcu i, Mg

asortymentow (grysow, klincéw i mieszanek)
w miesiacu i, Mg
K, — koszty state, zt

Teoretyczna postac¢ opracowanego modelu uwzgled-
niajqgcego podzial kosztow na koszty stale i zmienne

W analizowanym przypadku problem programowa-
nia liniowego przyjmuje nastepujaca postac [5]:

K. =K + a,,8, +a,,8, +..+a,,8, +bg,lzg,l +bg72zg72 +...+bgv12zg_,2 +

ta k tak, +otag ok, bz bz, et bz,

+a, m+a,,m +..+a,,m,+ bm,lzm,l +bm.22m,2 +.o.t+ bm,lZZm,IZ — min
(1)
Przyjete ograniczenia:
Zoo T8~ Py =24,
Zo1 T8~ P2 =7,
(2a)
Zenn 78127 P2 = Zg 12
Ze0 T Zgn2
Ziot ki =P =24,
Zoutk, =P, =2,
(2b)
Znthky = Pin =20
20 = Zka2
Zyo Ty =D,y =2,
Zyatmy—p,,=2,,
(2¢)

Zynn Ty =Py = 2,0

Zno = Zm12

gl, ___,glz S Wg max
ki kS W 3)

m m, < W,

m max
815 weos 1o Kys wens Kiyy 5 sy, 2 do s Zgaas Zps s Zpias Zygs e Zppn 20

4

Funkcja celu (1) przedstawia taczny koszt produkcji
i magazynowania asortymentéw analizowanej kopalni,
przy uwzglednieniu podziatu kosztéw na stale i zmi-
enne oraz zatozeniu, ze zapas z roku poprzedniego jest
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rowny zapasowi na koniec roku biezacego w celu zach-
owania rezerwy zapasow. Ograniczenia (2a), (2b) i (2¢)
obrazuja sposob w jaki zmieniaja si¢ ilosci produkowa-
nego, sprzedawanego i magazynowanego asortymentu
w danym miesigcu (m.in. zapewniaja, ze jest pokryte
zapotrzebowanie odpowiednio na grysy (2a), klince
(2b) i mieszanki (2¢) w kazdym miesigcu analizowa-
nego roku Z).

Biorac pod uwage ograniczenie z, Y8 -p,,=
kolejne sktadniki oznaczaja:
z,,— 1l0s¢ grysu jaka kopalnia magazynuje po 1 miesia-

Zg,z’

cu,
g, — ilo$¢ wyprodukowanego grysu w 2 miesigcu
(lutym) analizowanego roku Z,

P,, — popyt (sprzedaz) na grysy w 2 miesigcu (lutym)
analizowanego roku Z,

z,, — ilos¢ grysu jaka zostaje zmagazynowana w 2
miesigcu analizowanego roku Z.

Tak wiec ilo$¢ grysu jaka dysponujemy w 2 miesig-
cutoz,, +g, Po sprzedazy czesci pokrywajacej zapo-
trzebowanie P, W magazynie pozostaje z,, Mg grysu.

Z kolei ograniczenia (3) okres$laja maksymalng (3)
i (4) miesieczng zdolnos¢ produkcyjng trzech produ-
kowanych przez kopalni¢ asortymentow.

Na podstawie danych analizowanej kopalni, czy-
li ilosci wytworzonej produkcji, ilosci sprzedazy oraz
jednostkowego kosztu zmiennego wytworzenia kazde-
go z trzech rodzajow asortymentéw (wyznaczonego na
podstawie metody najmniejszych kwadratow) w anal-
izowanych miesigcach roku Z, przy zalozeniu, ze koszt
magazynowania 1 Mg zapasu dla kazdego asortymentu
wynosi 1,5 z/Mg, utworzono funkcje celu, zamieszc-
zong ponizej. Funkcja ta postuzyta do rozwigzania
analizowanego problemu, czyli optymalizacji struktury
produkcji w poszczegdlnych miesigcach w celu obnize-
nia kosztow produkcji i magazynowania, co w konse-
kwencji przetozy si¢ rowniez na wzrost zysku kopalni.

W opracowanym modelu jako zapotrzebowanie na
dany asortyment w okreslonym miesigcu uwzglednio-
no wielkos¢ jego sprzedazy w tymze miesigcu.

Natomiast jako ograniczenie wielkosci produkcji,
w kazdym miesigcu przyjeto najwigksza miesieczng
wielko$¢ produkcji, dla kazdego z trzech anal-
izowanych asortymentow w badanych 11 miesigcach,
za wyjatkiem miesigca grudnia, gdzie przyje¢to pozio-
my produkeji z tego miesigcu zaokraglone do petnych
tys. Mg, czyli:

—  grysy — 60000 Mg/m-c,

—  klince — 85000 Mg/m-c,

—  mieszanki — 24000 Mg/m-c.

Opracowany model matematyczny programowania struk-
tury produkcji uwzgledniajqcy koszty stale i zmienne

Przy przyjetych zalozeniach opracowany model
matematyczny (przygotowany do rozwigzania w pro-
gramie LP-Solve ma postac:
min:  81200530,45+9,10 ,+9,10,,+9,10 ,+9,10 +9,1
0 .+9,10 +9,10 +9,10  +9, 10 , 19, 10 9, 10 +
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Tab. 2. Wyniki rozwigzania opracowanego modelu programowania liniowego optymalizacji struktury produkcji z uwzglednieniem kosztow statych i zmiennych kopalni odkryw-
kowej surowcow skalnych, Mg, Zrddio: Opracowanie wiasne

Tab. 2. The results of the developed model of linear programming of the production structure optimization taking into account fixed and variable costs in the open-
cast mine of rock and raw materials, Mg

Lp. Prodykcja Pl:(}dl}kcja .Produkcja Zal’)asy .Z,ap,asy ) Zapasy
gryséw, gj klincow, kj | mieszanek, mj | gryséw, zgj [ klincéw, zxj | mieszanek, Zmj
1 30 765 85 000 1457 0 2 465 0
2 24 224 85 000 5120 0 17 980 1383
3 38 175 85 000 24 000 0 17 069 0
4 36 678 85 000 22 615 447 15 678 4 506
S 60 000 85 000 24 000 8 762 1482 0
6 60 000 85 000 8 598 0 0 0
7 52 058 75 011 10 616 0 0 0
8 46 259 61 316 4 409 0 0 0
9 33 604 68 018 3343 0 0 0
10 56 527 67 826 6 424 0 0 0
11 35 446 64 905 7 385 0 10 107 0
12 28 717 45 000 6370 0 3974 0
z -+ 7 ~4409; w ktoérych zapotrzebowanie przekracza zdolnosci pro-
Z 70 =3343; dukcyjne. Znalezione rozwigzanie minimalizuje tagczne
Z o0 Zno=0424; koszty produkcji i budowania koniecznych zapasow.
Zonio i1 = 73855
Z ot Zoa=0370; Podsumowanie i wnioski
Z, 02,0100 W niniejszym artykule zaproponowano nowe pode-

Zdolnosci produkcyjne dla trzech analizowanych
asortymentdw zostaly przyjete na nastepujacych
poziomach:

jScie do programowania struktury produkcji wyko-
rzystujac metode programowania optymalnego (linio-
wego) z uwzglednieniem kosztéw stalych i zmiennych.
W analizowanym przykladzie kopalni odkrywkowej

*  grysy: surowcow skalnych, podejscie, w ktérym miesi¢czna
85 -0y <=60000; produkcja bytaby réwna dokladnie miesigcznemu
2,,<=35000; popytowi na produkowane asortymenty (grysy, klince

i mieszanki), czyli bez ponoszenia kosztéw maga-
» klince: zynowania nie jest mozliwe z powodu zapotrzebowa-
K, . .0y <=85000; nia przekraczajacego zdolnosci produkcyjne w niek-
k,,<=45000; torych miesigcach.

e mieszanki:
m,,, ceer 524000,

m,,<=12000.

Wyniki uzyskane po rozwigzaniu modelu w pro-
gramie LP_Solve zostaly zamieszczone w tabeli 2.

Calkowity koszt produkcji i magazynowania w opra-
cowanym modelu uwzgledniajacym podzial kosztow na
stale i zmienne, wyznaczony przez program LP-Solve
w analizowanym roku Z wynidst 93 564, 9 tys. zl. Jak
wida¢ w niektorych miesigcach, nalezy wyprodukow-
a¢ wiecej asortymentu niz zapotrzebowanie, po to aby
zapewni¢ odpowiedni poziom zapasO6w w miesigcach,

Wyznaczono wigc model zapewniajacy taki taczny
poziom produkcji i zapasow w kazdym miesigcu, ktory
pokrywa zapotrzebowanie (popyt). Model ten mini-
malizuje taczne koszty produkcji i sktadowania, przy
uwzglednieniu kosztow magazynowania w wysokos$ci
1,5 zZt/Mg. W takim ujeciu calkowity koszt produkc-
ji 1 magazynowania wyznaczony przez program LP
Solve wyniost 93 564, 9 tys. zl.

W niniejszym podej$ciu  koszty uwzglednione
w analizie zostaly podzielone na koszty stateh i zmi-
enne za pomoca metody najmniejszych kwadratow.
Koszty state odniesione na poszczegodlne asortymenty
zostaly zsumowane i odniesione do kopalni jako calos-
ci w analizowanym roku Z, natomiast poziom wyznac-
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zonego kosztu jednostkowego zmiennego byt taki sam
w kazdym miesigcu analizowanego roku, a roznit si¢
w odniesieniu do poszczegolnych asortymentow.
Zastosowane podejscie daje optymalne rozwigza-
nie, przy uwzglednieniu zdolnosci produkcyjnych,
ktore w niektorych miesigcach analizy ksztattowaty
si¢ ponizej zapotrzebowania na dany rodzaj kruszy-
wa. Metoda programowania liniowego rozwiazuje ten
problem poprzez zwigkszong produkcje w pozostatych
miesigcach 1 magazynowanie kruszywa. Podejscie to
optymalizuje struktur¢ produkcji poprzez utrzymywan-
ie zapasow, ktore sa wykorzystywane w miesigcach
gdzie wystepuje zwigkszone zapotrzebowanie na dany
asortyment, a kopalnia nie posiada wystarczajacych

zdolnosci produkcyjnych aby go na biezaco zaspo-
kaja¢c. W modelach programowania liniowego mozna
uwzgledni¢ rowniez inne, dodatkowe uwarunkowania,
niz te przyjete w biezacej analizie i na tej podstawie
zmodyfikowaé juz opracowany i przedstawiony model.

Kolejne podejscie do problemu optymalizacji pro-
dukcji Autorzy zaproponowali w artykule [5], gdzie
analizowali przypadek, w ktérym koszt jednostkowy
produkgcji dla poszczegdlnych asortymentdéw byt rézny
w poszczegblnych miesigcach analizowanego roku.

Publikacj¢ wykonano w AGH w Krakowie w 2017
roku w ramach badan statutowych, umowa nr:
11.11.100.693, zadanie 5.
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Optimizing Mine Production Structure
Taking into Account Fixed and Variable Costs

This article presents the problem of production structure optimization based on an example of the opencast mine of the raw and
rock materials. There is developed optimization model taking into account fixed and variable costs (unit variable cost) in indivi-
dual months and kind of assortment, the unit cost of storage, demand and production capacity of the mine. The results were found
using linear programming method and the LP-Solve. The obtained results clearly illustrate what kind of assortment and in what
amount should be produce and storage in individual months, while demand coverage, to minimize the total cost of production and
storage and taking into account capacity.

Keywords: optimization, linear programming, the structure of production
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